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JCCION

te unidad determinamos el area bajo la curva de una funcién me-
olas trapecial y de Simpson, derivado de esto, resaltamos la impoz-
ntegral definida en el calculo de dichas areas a través de la aplicacion
fundamental del calculo. Ademas, con éste calculamos la longitud de
de la superficie de un sélido y el volumen del mismo y mostramos
nes en los diferentes campos, como son: naturales, sociales, econé-
istrativos, etcétera.



Nombre del alumno:

Grupo:— Namerodelista: — Aciertos:

Efectia en tu cuaderno los siguientes ejercicios y subraya la opcién que muestra el resultado
correcto:

1. El valor de Jllsx\/1+3x dx =
a) 23 b) 36 9 26 d 13
27 f
2. Elvalor deljo senzy dt =
a) 4 b) 6 ) n d) 0

3. ¢Qué expresion resulta de integrar J.ezxseﬂ 3 dx?

€2x

a) ?(Jen3x—cos3x)+c
b) ¢ (2sen3x —2cos3x)+e
) 2€2X(3SCI’13X—3COS3X)+€
672X
d) 1E(ZSen3x—3cos3x)+c
4. ¢Qué expresion resulta de integrar fcos3 x dx?
1, 2
a) —COs" xsenx+—senx+¢
3 3
b) cos? xsen x + senx +¢
) 3cos?xsenx+e¢
2, 1
d) —cos“xsenx+—senx+c
3 3
4. Cual es el area de la figura?

a) 48535 b) 43.375 2

) 68.75 d) 38.75 5
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'L TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Y SUS APLICACIONES

Seguramente, en alguna ocasion se ha presentado una persona contigo, te ha dicho su nombre
y, después de una charla, no te acuerdas como se llama; o quiza has saludado a alguien en repe-
tidas ocasiones, lo identificas facilmente, pero no te acuerdas como se llama y cuando logras sa-
berlo se te graba con facilidad.

Pues bien, si trasladamos este ejemplo al calculo, especificamente al tema de integral definida,
puedes recordar que, como vimos, la superficie limitada por: la curva y = f{x), el eje de las abs-
cisas y las rectas x = 2 y x = b puede determinarse por el limite de sumas de Riemann que se
expresa como:

7
— 3 *
A= fim, /@z:if(xk)'mé

que a su vez define la integral definida, teniendo:

_ b . 7z *

A=[f () dbe = Jim, D f (k) Aox,

Sin embargo, para facilitar este calculo recurriste a otra forma de evaluar la integral definida:

b b

[,/ (x)dx=[F(x)], =F(b)-T(a)

Pues bien, esta forma que has visto, determinado, evaluado y aplicado se llama Teorema funda-
mental del caleulo y se enuncia de la siguiente forma:

Sea f{x) una funcién integrable.

Supongamos que existe alguna funcién F(x) continua tal que F ‘(x) = f{x) para todo x € |[a, ],

entonces

IV f (x)de =[Fo), = F(b)- F (a)

Si utilizamos este teorema podemos determinar directamente el area bajo la curva de una fun-
ci6én, donde la interpretacion de su resultado queda sujeta a la naturaleza de las magnitudes que
representan los ejes coordenados; estas aplicaciones se estudiaran mas adelante.

Ahora se muestran dos reglas: regla trapecial y regla de Simpson, las cuales son utiles para de-
terminar un valor aproximado de la integral definida:

[0 f () de

principalmente cuando la integracién no puede efectuarse de forma inmediata.
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Integracion aproximada: regla trapecial y regla de Simpson

. . . b . N
Como vimos, el valor exacto de la integral definida Jd f (x) dx es la medida de la superficie li-
mitada por la curva y = f(x), el eje de las abscisas y las rectas x = @ y x = /. Un valor aproxi-
mado de tal area se obtuvo sumando rectangulos, segin las sumas de Riemann. De la misma
forma, también puede encontrarse una aproximacion de la misma area sumando trapecios (re-
gla trapecial) y una aproximacién aun mejor sumando areas bajo arcos de parabolas (regla de
Simpson).
Veamos:

Valor aproximado del area bajo la curva sumando trapecios.

Observa la siguiente figura.

J=f()

X

»
14

a b

El 4rea de la region sombreada A puede aproximarse sumando las areas de # trapecios marca-
dos sobre el intervalo, como se muestra a continuacion.

A partir de esta figura, la regla de los trapecios para evaluar A, se especifica de la siguiente manera:

1. Se divide el intervalo [a, b] en # subintervalos iguales [x,

12

x]donde £=1,2,3,...,ny
x, = a,x = b. Luego:
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a=xy<x;<x,<x3.<x,_,<x,=b
donde es la amplitud de cada subintervalo.

2. Para cada una de las abscisas obtenidas de esta division, se levanta su correspondiente ot-
denada segin la curva. Sean éstas:

Do =Sy 3y =S (x)s 9, = f(), sy, = f(x)

3. Los trapecios se forman al unir las extremidades de estas ordenadas consecutivas con seg-
mentos de recta (cuerdas).

4. Se suman los trapecios asi obtenidos, considerando que el area de un trapecio se determina

como:

2\

B+b)h
Azu:l(B_Hg)/y
2 2

Asi, las areas de los trapecios (ver figura anterior) son:
1

E( Jot N )AX = 4rea del primer trapecio.

R ) e e 2

1
E(Jﬁ + 5 )Ax = 4rea del segundo trapecio.

E( Jyet  In ) Ax = drea del enésimo trapecio.
Y la suma de éstos es:
1 1 1
E(yo +J/1)Ax+5(yl+y2)Ax+...+E(yﬂ_l+yﬂ)Ax=
lA+1A+1A+1A+1A++1 A+1 A+1A
-y Ax+— 3 Ax+— 3 Ax+— P, Ax+— p,Ax+..+— x+— x+— 1y, Ax=
2Jo 2)1 2)’1 2J2 Zﬂz 2%—1 2%—1 zj”

1 1
E]OAX + ) Ax+ pAx+.+ g, Ax +E)/”AX

Por lo tanto, tenemos la siguiente férmula que permite encontrar una aproximacioén de
b . , . .
fﬂ f () dx a partir del area bajo la curva sumando trapecios.

Férmula de los trapecios:

b 1 1
A=Jﬂ f(x)dxz(2]0+yl+y2+...+)/”_1+2)/”)Ax



Los siguientes ejemplos muestran cémo encontrar una aproximacion de la integral definida por
la férmula de los trapecios.

Hallar un valor aproximado de la integral definida que se indica aplicando la férmula de los tra-

pecios. Mostrar la grafica con el area sombreada.

1 ["* dx (tomando n = 11)

Solucion

n 11

Ademas, el drea en cuestion estd bajo la curva y = »%, entonces las abscisas y ordenadas a

considerar son:

x, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X
J, 1 4 9 16 25 36 49 064 81 100 121 144
Luego, por férmula:
2, 1 1
N dx 5(1)+4+9+16+25+36+49+64+81+100+121+§(144) (1)
=~577.5
2 y
2. J.O Véd+x’dx (tomandon=4) L 5 .
_____________ 4 /
Solucion -0 1 y i
Tenemos Ax=—2==""=Z=05 3 // ----
n 4 2 2
Ademds, el drea en cuestion estd bajo la curva y =+/4 +x’, entonces las abscisas y orde- / ----- 1 -
nadas a considerar son: X
-1 0o 1 2 3
........ I N S
X, 0 0.5 1 1.5 2

I 2 2031 2236 2716 3.464

Luego, por formula:

1
2
~4.858

B4+ dxz( (2)+2.031+2.236+2.716+%(3.4.64)J(0.5)
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Halla un valor aproximado de la integral definida que se indica aplicando la férmula de los trapecios.

Muestra la grafica con el area sombreada.

2dx
1. J — (tomando 7 = 2)
o

— (tomando 7 =7)
x

2. fo e

3

3. J:X\/ 25+ x” dx (tomando 7 = 10)

4, J'j 16+ x?dx (tomando 7 = 6)
42

5. J.Z Tz dx (tomando 1 = 4)

Valor aproximado del area bajo la curva sumando areas bajo arcos de parabolas (regla de
Simpson).

El 4rea bajo la curva y = f{x) puede aproximarse sumando las areas de # franjas limitadas por
parabolas sobre un intervalo. La siguiente figura muestra una de estas franjas.

-~

Y H
BTN

Ax | Ax

* =

*o
a

El procedimiento que se sigue para determinar una aproximaciéon de la integral definida
Jb f(x)dx con la regla de Simpson difiere respecto al que se sigue con la regla de los trapecios
en la que, en lugar de unir las extremidades de las ordenadas sucesivas y, = f(x), 5, = f(x), 7,
=f(x,), ., ), = f(x) con segmentos de recta, éstas se unen, logrando una mayor aproximacion,
por arcos de parabolas como sigue:

1. Se divide el intervalo [4, 4| en un nimero par 7 de subintervalos iguales, siendo Ax = h;ﬂa la
amplitud de cada subintervalo.

2. Para cada una de las abscisas obtenidas de esta divisién se levanta su correspondiente orde-
nada segin la curva. Sean éstas:



oo, N —— 7

Jozf(xo)’ lef(x1)> J’zzf(xz)’ ]ﬂ:f(xn)
donde se distinguen los puntos:

PO(XOJO)’ P1(X1J1)’ Pz(xz’ﬂz)’ Pﬂ(xnjn)

3. Por cada tres de estos puntos sucesivos P, P, P; P, P P; P, P, P;etc. se trazan arcos
de parabolas con ejes verticales, como se observa en la figura anterior.

4. Se suman las areas de las franjas asi obtenidas, dado que el area de cada una de ellas se ob-
tiene como:

El 4rea bajo una pardbola de eje paralelo al eje de las y, que pasa por los puntos P, P, P, con
ordenadas respectivas j,, y,, 7, y distancia entre las abscisas de P, y P, igual a 2Ax como lo P

K
muestra la figura, es: ui/‘.\r .
Heo

A=%AXU0+4JW+J2)

Asi, la suma de las franjas limitadas por las parabolas (ver figura anterior) son: Yo

1
gAx( y,+4 5+ y,)=drea de la primera franja limitada por una parabola,
Ax | Ax

1
3Ax( y,+4 5.+ y,) = irea de la segunda franja limitada por una parabola,

EAX ( gy, t4y +y ) = area de la enésima franja limitada por una parabola

Y la suma de estas franjas es:

1 1 1
gAX(Jo +4y, +J2)+5AX(J2 +4 y, +J’4)+---+5AXU”-2 +4y, ,+,)=

1
gAX(JU Fhy+ g, g, Ayt g ety Ay, )

Por tanto, tenemos la siguiente férmula que permite encontrar una aproximacién de
7 £ () dx, a partir del 4rea bajo la curva sumando franjas limitadas por parabolas.
a

Férmula de Simpson:
b 1
A= L f(x)dx = gAX(J/o +4y,+2y,+4y,+2y,+.. 42y, ,+4y,, +J’n)

Los siguientes ejemplos muestran cémo encontrar una aproximacion de la integral definida por
la férmula de Simpson.



720_

Hallar un valor aproximado de la integral definida que se indica aplicando la férmula Simpson.

1. I:0x3 dx (tomando 7 = 10)

Solucion

Tenemos Ax = =—=1
n 10

Ademas, el drea en cuestion estd bajo la curva y = x*, entonces las abscisas y ordenadas a con-

siderar son:

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

%

I 0 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000

Luego, por férmula:

ﬂ°x3dx=:%(1)«y+4(1)+2(8)+4(27)+2(64)+4(125)+2(216)+4(343)+2(512)+4(729)+1000)

| —

U

(7500)

U
N W

500

2. f: & (tomando 7 = 4)

Va+x°

Solucion
Tenemos Ax = b=a =M=1
7 10

Ademis, el area en cuestion esta bajo la curva y = \/—3, entonces las abscisas y ordenadas
4+x

a considerar son:

x, 0 1 2 % 4
I I 1 1
Ik 2 N NN TN T

Luego, por tormula:

-"4 ax :1(1) l i+i+i+#
Vet 3\ 2 BB OB 217



Halla un valor aproximado de la integral definida que se indica aplicando la férmula de Simpson.

6
1. J a8 (tomando # = 0)
S 440

iox
2. L ﬁdx (tomando 7 = 4)
3. J: xN25—x"dx (tomando 7 = 4)

4. Jj\/ 16+ x°dx (tomando # = 6)

u

6

3
50X
. ———1dx (tomando 7 =
L Vi+?

Areay area entre dos graficas

Ya conoces varios procedimientos para evaluar aproximadamente la integral definida:
b
J f(x)dx
a

a partir de aproximar el 4rea entre la curva y = fx), el ¢je de las xy las rectas x = a y x = b, és-
tos son, por limite de sumas de Riemann, férmula de trapecios y formula de Simpson. Asi
también, has aplicado el teorema fundamental del calculo para evaluar integrales definidas,
obteniendo con éste un resultado exacto. Sin embargo, atin no has determinado especificamente las
areas con tan importante teorema, aplicaciéon que se ha reservado para abordarla en este mo-
mento.

Para hallar el area limitada por la curva de una funcién continua y = f{x) en un intervalo [, ], el
eje de las abscisas y las rectas x = @ y x = baplicando el teorema fundamental del calculo, debe
considerarse si las funciones son: no negativas ( f(x)= O), no positivas ( f(x)< O), o bien, to-
man valores tanto positivos como negativos y cero. Ademas, cada vez que sea factible, debe re-
presentarse graficamente el area correspondiente antes de aplicar el teorema fundamental del
calculo. Observa los ejemplos:

Hallar las areas que se indican aplicando el teorema fundamental del cal- 4 7(x)20
. ., , xX)=
culo. Hacer previamente la representacion grafica.

En los ejemplos del 1 al 3, se tiene f(x) = 0, es decir, el area limitada por A

la curva esta por encima del eje x. X
'Y
| 4
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1. Hallar el 4rea limitada por la pardbola de ecuacién y = 57, el eje x
y las rectas x = 1 y x = 3.

Soluciéon
Representamos esta area por la integral definida correspondiente, la
cual, para este caso es:

A= J.lsxzdx

Encontramos una antiderivada F(x): (integracion inmediata)

3
X

F(X) = Ixzdx = ?

Luego, aplicamos el teorema fundamental del calculo para evaluar la integral definida... listo, he-

mos encontrado el area deseada.

{2

b

2. Hallar el area limitada por la curva y = x* — 25’ + 5, el eje x y las
rectasx=-1 y x=2.

Soluciéon
Representamos el area por la integral definida correspondiente:

A= Jj(x4 —2x7+ S)c/x

Encontramos una antiderivada F(x) (integraciéon inmediata):

5 4
X

F(x)=J‘(x4—2x3+5)dx=X?—?+5x

Ahora evaluamos la integral definida aplicando el teorema fundamen-

tal del calculo: ,
2 xoxt
A= Xt =25 45 =| ———+45x
[ -aaspon] -S|

5
42 57 141
=t —=—=
5 10 10

5

14.14°

={@—%+5(2)]—[ﬂ—%+5(—1)]
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3. Hallar el area limitada por la curva y = In(x + 3), el ¢je xy las rectas x = =2 y
x=0.

Solucién
Representamos el area por la integral definida correspondiente, la cual, para este

Caso es:

0
A =I_21n(x+3)dx

Encontramos una antiderivada F(x), (integracion por partes)
F(x)= Jln(x+3)dx =(x+3)ln(x+3)-x

Ahora evaluamos la integral definida aplicando el teorema fundamental del calculo:

A =Jiln(x+3)dx=[(x+3)1n(x+3)—x:|iz

=[((0)+3)1n((0)+3)=0]-[((=2)+3)1n((-2)+3) ]

=[3In3]-[In1+2]=3In3-2=1.2964

Evaluamos esta integral definida aplicando el teorema fundamental del calculo, de esta manra

hemos encontrado el area deseada.

el

3
LB g5
3

=9——==
3

En los ejemplos 4 y 5 se tiene f(x) < 0, es decir, el area limitada por la curva esta por debajo

del eje x.

4. Hallar el drea limitada por la paribola de ecuacion y = —x?, el eje x y las rectas x = -2
y x=2.

Solucion
Representamos el drea por la integral definida correspondiente, la cual, para este caso es:

A= —J: —x dx

.............

.............

............

........
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Encontramos una antiderivada F(x) (integracion inmediata):

3

Fo=[-"dx==7

Luego, aplicamos el teorema fundamental del calculo para evaluar la integral definida, asi he-
mos encontrado el area deseada.

5. Hallar el area limitada por la curva y = x* - 35’ + x—3 y el
eje x.
Solucién

Representamos el area por la integral definida correspondiente:
Los limites de integracion son las soluciones (ceros, raices) de la
ecuacion x* —3x" + x—3 =0, que son x = -1 y x = 3. Asi,

A= —J‘i (x4 —3x3 +x—3) dx

Encontramos una antiderivada F(x) (integracion inmediata):

5 4 2
F(x) =I(X4—3x3+x—3) dx —Xi—SL+X7_3X
5 4 2

Ahora evaluamos la integral definida aplicando el teorema fundamental del calculo:

3
A= —Jj (x4 —3x3 +x—3) dx = —[f—3x4 +xz—3x]

4 2 |
=_{[<3>5 $6)" 07 3(3)H<—1>5 st (1) 3(_1)]}
5 4 2 5 4 2
333 sil_ ] 961_96_ .0 2
=335l ?}_?_19.2;;

En los ejemplos 6 y 7, las funciones toman valores tanto positivos como negativos, es decir, el
area limitada por la curva tiene regiones por encima y por debajo del eje x.

En este caso, es necesario calcular las areas de cada una de las regiones y luego sumarlas.
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Al= I:f(x) dx

A

EN

-

As -J':f(x) dx

6. Hallar el area limitada por la curva y = cos x; el ¢je x y las rectas x = 0 y E R
e=om S B O
Solucion . ‘ 4 e :---L--: --..--*’KE--.x
Representamos el area por la integral definida correspondiente, la cual, para N, ' LN L)

/2 3m/2 2n s 1 1 & 1 & & i

A=J. cosxdx—f cosxdx+j cosx dx U T S WS S Sio LRSI . SN 5

0 /2 3n/2 T R T T T T

Encontramos una antiderivada F(x) (integracién inmediata):

F(x) =Jcosx dx =sen x

Como las dos regiones positivas son iguales en valor absoluto a la regiéon negativa, bastara
evaluar una regioén positiva y multiplicarla por cuatro, aplicando el teorema fundamental del

calculo.
_ /2 _ n/z _ T
A= 4.[0 cosx dx = 4[sen x]o = 4{[sen Z]—[sen 0]}
=4{1-0} =4 4*
7. Hallar el area limitada por la curva y = 5 — 6x* + 8xy el eje x. K

Solucion - :
Representamos el area por la integral definida correspondiente, la cual, para este caso es:

A= Jj (x3—6x2+8x) dx — J.: (x3—()x2+8x) dx

-

.......................

.................

...........

..__:>.

——p---

...........
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Encontramos una antiderivada F(x), (integracion inmediata)
4
Fx)= [(x° =65 +8x ) die = 2 = 2x° + 4>
)= Jac=

Como la region positiva es igual en valor absoluto a la region negativa, bastara evaluar la region
positiva y multiplicarla por dos, aplicando el teorema fundamental del calculo.

4 2

X

A=2J02(x3 6 +8x)dx=2[ _on’ +4x2:|

0

=2 [%—2(2)‘*+4(2)Z]—{Q—2(0)‘*+4(0)2]

Representar las regiones del plano limitadas por las curvas dadas y hallar dichas areas aplicando el teore-

ma fundamental del calculo.

1. y=x%elejexylasrecasx =2 y x=4
2. y=x,elgjexylastrectasx =1y x=3
3. y=xelejexylastectasx=1 y x=3
4. y=dx,elejexylasrectasx=-2 y x=0

5. y= =+ x+2eclejexylasrectasx=—1 y x=2

41

+cosx;, el eje xylas rectas x =0 y N =

N —

6. y=
7. y=In(x+5),elejexylasrectasx=—4 y x=5

8. y=xeelejexylasrectasx =0y x=1

3 . T T
9. y=tanx, el ¢je xy las rectas x ==y X =g
10.y=Inx,elejexylasrectasx =0 y x=¢
— 2
11.]=392( 2,elejexylasrectasx:—1 y x=—
x—4
12. y= o, elejexylasrectasx =2 y x=0

8—x



Hasta el momento conoces el procedimiento para hallar el drea de una regioén limitada

por la curva y = f(x) por arriba y debajo del eje x. Y

Ahora, hallaremos el area de la region limitada por la curva x = g (y), el eje y y las rectas
y=r¢y y=ddeterminada a la derecha del eje y, aplicando nuevamente el teorema fun-

damental del calculo. Dicha drea sera determinada de forma similar a lo antes visto, que- ¢ \
dando expresada la integral definida para este caso como:

A=["g(y)d

Hallar el area limitada por la pardbola de ecuacién x = 4 — %, el eje yy las rectas y = —1 y y = 2,
aplicando el Teorema Fundamental del Calculo. Hacer previamente la representacion grafica.

Solucion

Representamos esta area por la integral definida correspondiente, la cual, para este y

Caso ¢s:

A=[(4-2")d

Encontramos una antidetivada G(j) (integracion inmediata):

3
GOI=[(4=r")d=4y—5

Luego, aplicamos el teorema fundamental del calculo para evaluar la integral definida. Nueva-
mente, as{ encontramos el area deseada.

Representar las regiones del plano limitadas por las curvas dadas y hallar dichas areas aplicando el teore-

ma fundamental del calculo.
1. x=8+2y—y,elejeyylasrectasy=-1y y=3

2. x=1+),clejeyylasrectasy=-3 y y=3
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3. x=y +1,elejeyylasrectas y=0 y y=2

4. x=3-y,clejey

5 x=06/ -y elejeyylastrectasy =2 y y=2

6. x=yp*+4,clejeyylasrectasy =2 y y=4

d Area del circulo por integracion.

En equipos de trabajo de cuatro integrantes realicen lo siguiente:

1. Grafiquen en el plano, el circulo cuya ecua-

cién de su circunferencia es x* + y* — 25 = 0.

2. Determinen una integral definida adecuada
que los lleve a precisar el area de dicho circulo
(elijan hallar primero la mitad o la cuarta parte
del circulo y a partir de ello determinen el area

total.
Area del circulo hallada por integracién:
3. También calculen el area del circulo mediante

su féormula geométrica (elijan la férmula a par-

tir del radio o didmetro).

Area del circulo, hallada a partir de su férmula geométrica:

4. Verifiquen que el resultado del paso 3 y 4 es el mismo.

5. Comenten en plenaria lo que aprendieron con esta actividad.

Otra area que determinaremos es la de una region limitada por las curvas de dos funciones, en

dos posibles casos: cuando no se cortan las curvas, en donde la regién se limita por las dos gra-

ficas y las rectas, y cuando se cortan las curvas, en donde deben determinarse previamente las

intersecciones de tales curvas. Primero graficaremos el area correspondiente y después aplica-

remos el teorema fundamental del calculo.

La integral definida correspondiente al area que se va a determinar se obtiene de la siguiente

manera:
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Si A es el area limitada por arriba por la grafica de la funcién continua f (x), por debajo por
la funcién continua g (x), donde f(x) = g (x) en |4, 4] y por las rectas x = a y x = b, como se
muestra en la figura, entonces:

A = Area bajo f(x) — Area bajo g (x)

A= J J—g(x)]

F N

y
A= I:[f(r)—x(r}] e

A
] \/f'(i

X

Iy
Ld

a b

Si A es el area encerrada por dos funciones continuas f(x) y g (x) que se cortan en los extre-
mos de [4, b], como se muestra en la figura, deben determinarse previamente las intersecciones
de tales curvas cuyas, abscisas son los limites de la integral definida que igualmente queda de-

terminada por:
A= J g(x

Ty

z(x)
£(x)

X

Iy
Fi

ad b

A= I:[ﬂr)—z(r}] dx

Si A es el area encerrada por dos funciones continuas f(x) y g (x) que se cortan en [z, b], como

se muestra en la figura, entonces se suman las areas de los subintervalos determinados por las

abscisas de los puntos de interseccion.

A= I dx+J. g(x)] dx
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A

h 4

Observa los ejemplos:

Hallar las areas que se indican aplicando el teorema fundamental del calculo. Hacer previamen-
te la representacion grafica.

1. Hallar el area de la region limitada por las graficas f(x) = 2x

+1yg)=x*—4ylasrectasx =1y x=2.

Soluciéon

Representamos el area por la integral definida correspondiente,
la cual, para este caso es:

A= [ (2xct1)~{x2—4) |

= jz(—x2+2x+5) dx
1

Encontramos una antiderivada F (x) (integracion inmediata):

3
X+ x?+5x

F(x)= J(—x2+2x+5) dx = — 5

Aplicando el teorema fundamental del calculo a la integral definida tenemos:
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2. Hallar el 4rea de la regién encerrada por las graficas /(x) =2x—1 y g(x) = x* — 4

Solucion
Determinamos las intersecciones de las funciones:

Resolviendo el sistema:
2x—1=0
x> =4=0

Tenemos:
x’—4=2x-1
x?=2x=3=0
(x+1)(x=3)=0

Dedondex=-1y x=3

Luego, el area representada por la integral definida es:
= (2 a1\ (2= }
A=["[(2x-1){x2=4) | dx
3
= L (—x2+2x+3) dx
Encontramos una antiderivada F (x) (integracién inmediata):

F(x)= J(—x2+2x+3) dx = —5;+ X2 43

Aplicando el teorema fundamental del calculo a la integral definida tenemos:

2
(=2 42x43) dx = [—Xa+x2+ax]
3

|
—

1

3

|

3
—[—(‘1) H(=1)243(-1)

3. Encontrar el area de la region encerrada entre las graficas de las funciones:
f)=x"=3x+3 yg(x)=x+3

Solucion

Determinamos las intersecciones de las funciones:
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Resolviendo el sistema:

X2 =3x+3=0
x+3=0

Tenemos:
X’ =3x+3=x+3
X’ —4x=0
x(x2—4)=0

Dedonde x=0,x=2 y x=-2
Luego, el area representada por la integral definida es:
0 2
A =J12[(x3 —3x+3)—(x+3):| dx+.[0 I:(x3 —3x+3)—(x+3)] dx
= JO (x3 —4x) dx + J.Z(x3 —4x) dx
-2 0
Encontramos una antiderivada F(x) (integracién inmediata):

F(x) =J(x3 —4x) dx =%4—2x2

Aplicando el teorema fundamental del calculo a la integral definida tenemos:

A= JO( —4x dx+ (- )IO( 3—4x)dx

2

H } 2]

0

4 4 4
[t ]

4+4=84"

1. Representar las regiones del plano segun se indica y hallar dichas areas aplicando el teorema funda-

mental del calculo.
1. Limitada pot f(x) =2+ 2,g(x) =1 —x ylasrectas x =0 y x =1
2. Limitada por f(x) = —%, g(x) =1 ylasrectasx =1y x=3
3. Limitada pot f(x) = x+ 2,4(x) =x*—4 ylasrectasx=-1 y x =2

4. Limitada pot f(x) = —x* + 3,g(x) = —x+ 3 ylasrectasx =0 y x =2



1
5. Limitada por /() = »* + 1, g(x) = —x’ ylasrectas x=—-1 y x=2
3
o . 1 _ -
6. Limitada por f(x) = ¢*, g(x) = =7 lasrectasx =1y x=2
. L
7. Limitada por f(x) = sen x, g (x) = cos x ylas rectas x =0 y x = Z

8. Encerrada entre f(x) = — + 6x+ 5y y g(x) = x>+ 5
9. Encerrada entre f(x) = 6x— % y g(x) = 5% — 2x
10. Encerrada entre /(x) = x' — 457 y g(x) = &7

II. Encuentra el 4rea de la regién sombreada.

1 2.
F N a
Y Y
y=x3—3x
y=0 I X y=x4—2x3
>
=0 X
y\ _
2
3 4,
F N ~
y y p=x
y=x—-2
_ ot
y =% y=2x
X h%
D ’
Vy -
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’PLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

La aplicacion esencial de la integral definida es 4
encontrar el drea de una region en el plano; de y
ésta se derivan otras aplicaciones mas, como J (x)
son: la longitud de arco, el volumen del séli-
do de revolucion y el area de una superficie de L
revolucion, mismas que estudiaremos a conti-

nuacion. (a,'f[a))

Dada una funcién f (x) derivable en [, 4]. La \ X
longitud L de la curva de f(x) considerada des-
de (d, f (a)) hasta la lamada longitud de arco, esta
dada por la férmula:

v

Férmula de la longitud de arco:

2

L:jb (/') de

a

Presta atencion al ejemplo:

Hallar la longitud de arco de la curva f(x) = x*/* desde Z U A N S
x = 0 hasta x = 4. Hacer la representacion grafica. y---.-'

Solucién
Calculamos /'(x):

L3 13 Y
f (X)=ZX/2=2&

Aplicando la fé6rmula de longitud de arco, tenemos: N Co R

...................................

L—J.O 1+[2\/§] dX—J.O 1+Zxdx ________E____:____E____E____E_____E____E____

Encontramos una antiderivada F (x) (integracién por  f---d----b-fotocodemmboccboa oo
sustitucion):

v ¥, i E 1 ' E 1 '
F(X)zfj 1420 2222142, of + + 1 4 + i
9 4 47 930 4 ‘ ‘ —
32
=£ 1+2x
27 4

Aplicando el teorema fundamental del calculo a la integral definida:
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L= J\/:dx— 1+—x ]
%(1+%(4)f - %(1 %(o)r

Lo o]
(10v10-1)=—

8
27

. (30.62) =9.073
27

Halla la longitud del arco que se indica de las siguientes curvas y traza su grafica correspondiente.

1. f(») = 2x*° desde x = 0 hasta x = 8

"+3
desde x =1 hasta x =3

2. x)=2

ro=t
3. f(x)=+x-2desde (2, 0) hasta (11, 3)
4. f(x) = »*—1Inxdesde (1, 1) hasta (3, 8)

5. f(x) =2 cos x + xdesde x =1 hasta x = 21

¢Has visto cémo se hace un jarrén de barro usando el torno?

Pues bien, el torno empleado consiste de un eje vertical colocado a un plato ho-
rizontal, en el cual el alfarero pone la masa de arcilla y haciéndolo girar moldea
la pieza deseada.

La fabricaciéon de esta pieza de artesania ejemplifica un sélido de revolucion.

Veamos:

Un sdlido de revolucion se obtiene al girar una regién plana alrededor de una recta
que no se corta con la regién, de modo que cada punto de ésta describe una cir-
cunferencia al dar una vuelta completa (aqui en lugar de usar rectangulos como en area con-
sideramos discos de espesor /). La recta sobre la cual ocurre la rotaciéon se denomina ¢e de
revolucion.

Los cilindros, conos y esferas son los cuerpos de revolucién mas conocidos, y las regiones ge-
neradoras de éstos son rectangulos, triangulos y semicirculos respectivamente.



v

>
P
v =
QP
v =

El volumen de estos cuerpos se ha determinado mediante procedimientos propios de la
geometria plana. Ahora veremos una forma general de calcular éstos y otros cuerpos de re-
volucion.

Si/(x) es una funcién continua tal que f(x) = 0 en |4, 4] y consideramos la region bajo la grafi-
ca de f, por encima del eje x, y entre las rectas x = @ y x = b la hacemos girar en torno del eje
x se forma un sélido de revolucién, cuyo volumen se determina por la férmula:

Formula del disco para determinar el volumen del sélido de revolucion:

V:nf(f(x))zdx

Sig (3) es una funcién continua, se considera la regién bajo la grafica 4y
degala derec.ha del ¢je 9, y entre las %ectasy =cy J = dsehace girar |
en torno del eje y, formandose un sélido de revolucién cuyo volumen
se determina en este otro caso por la férmula: P

‘V&

T

Férmula del disco para determinar el volumen del sélido de revo-

lucién:

v=r['(s00)) &

El calculo del volumen de un sélido de revolucion generado por las regiones limitadas de dos
funciones se determina restando los sélidos de revolucion generados por cada una de dichas
regiones.
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Formulas conocidas de volumen por integracion.

En equipos de trabajo de cuatro integrantes determinen el volumen segun se pide, aplicando la férmu-

la anterior.

1. Hallen por integrales, la férmula del volumen de un cilindro circular recto. Considerar que se genera

por el rectangulo OABC, como se muestra en la figura:

2. Hallen por integrales, la formula del volumen de un cono recto. Se debe considerar que se genera por

un triangulo rectangulo OB, como se muestra en la figura:

_~

v

3. Hallen por integrales, la férmula del volumen de la esfera de radio . Hay que considerar que se ge-

nera por un semicirculo, como se muestra en la figura:

>

Y

o
qp
v

4. Comparen sus soluciones en plenaria.
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También puede hallarse la superficie § de revolucién; es decir, la superficie externa del sélido
de revolucion dadas las funciones en términos de x( f (x)) o en términos de y( g( )/)) me-
diante las férmulas:

Férmula de una superficie de revolucion:

s=2nf f ()14 (1) de

s=2nf g(NJ1+(1' () &

El siguiente ejemplo muestra cémo determinar volumen y area de un sélido de revolucion.

Hallar el volumen y area del sélido de revolucion gene-

1
rado por la region limitada por la curva y= f(x)= §x3,

desde x = 0 hasta x = 3 alrededor del eje x.

Solucion
Para encontrar el volumen:

Determinamos la integral definida, la cual a partir de la
formula se tiene,

R TR V1T PR T

Aplicando el teorema fundamental del calculo tenemos:

W, T X 3_7t (3)7 (O)7
et

_r 2187 :2431t:109‘058”3
9 7 7

Para hallar el area exterior del sélido:

Determinamos la integral definida, la cual con la férmula
y sabiendo que f(x) = »* se tiene:

S=2chf(x),[1+(f'(x))zdx =275Jj%x3,[1+(x2)2dx
=§thjx3\/1+x4dx




Integrando por sustitucion:
3,

%
Ix3 14 x* dx=M

Y aplicando el teorema fundamental del calculo tenemos:

3/ 13

— o |l
14+ x 5

S=EEI3X3 1+x4dx=£n -~ 7 :E[(1+X4)%j|
3 0 3 9

6

0

=§{(1+(3)4)%—(1+(O)4)%}=§(82‘/872_1)=258'846”

—

Halla por integracion el volumen del sélido de revolucion generado haciendo girar alrededor del eje

x la regién limitada, segin se indica. Construir la grafica.

—_

Cy=xelejex,x =0y x=2
2. y=6-xclejex,x=0y x=2
3. y=senx,eleex,x=0y x=m

T
4. J/:COSZX,ClejCX,XZZ y x=—

w1

y=e¢%elejex,x=0y x=5

II. Halla por integraciéon el volumen del sélido de revolucion generado haciendo girar alrededor del eje

y la region limitada, segun se indica. Construir la grafica.

&

y=xeleex,x=0y x=2

y=~8x,elejex,x=0y x=2

~

oo

y=4d—x,clejex,x=0y x=4
9. x=4/3—y,eleey,y=0y x=3
10.y=¢elejex,x=0 y x=2

11. Se perfora un hoyo de 1 cm de radio en una esfera sélida de 3 cm de radio, si el eje del hoyo es el dia-

metro de la esfera, hallar el volumen restante de la esfera.
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12. El cono de la nariz de un cohete paraboloide obtenido mediante la rotacién de la curvaes y = \/; y

el eje x, x =0 y x = 5 alrededor del eje x. Calcula el volumen de la nariz del cohete.
II1. Halla la longitud de arco de la curva que se indica.
s 1
13. y =ln(1—x‘ ) desde x = 0 hasta x :E
14. y = 4x — o7 por encima del eje x
15. y =sen xdesde x = O hastax =1

16. Halla el 4rea de la superficie que se genera cuando el arco de la paribola y = »* desde x = 2 hasta

x = 2 gira alrededor del eje y.

17. Hallar el area lateral del cono truncado que se obtiene cuando el segmento de la recta 2y = x —4 des-
de x = 0 hasta x = 5 gira alrededor del eje x.

Aplicaciones de la integral definida en situaciones propias de las ciencias naturales y

sociales

Con los contenidos que se han estudiado puedes solucionar situaciones practicas y cientificas
que requieran un calculo a partir de la integral definida.

¢Cuando aplico la integral definida?
En equipos de trabajo de cuatro integrantes determinen la solucién a los siguientes problemas.

1. Una pelota de futbol americano tiene 16 pulgadas de largo y una secciéon plana que contiene una cos-
tura; es una elipse cuyo diametro menor es de 8 pulgadas. Hallar su volumen y la cantidad de cuero

que forra su exteriof.

2. Hallar la cantidad de material que se requiere para fabricar una figura sélida como se muestra en la figu-

ra, sabiendo que f(x)= gxm (x —1)+2. Si se pinta completamente, ;cuinta pintura se necesitara?

F N

=

- s o o
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Sila figura del problema anterior representa un jarrén, ¢cual es su capacidad? Si el jarrén esta fabri-
cado de bronce, previa investigacién del precio de este metal, calculen el costo de la cantidad de co-

bre empleado.

La velocidad de una particula en movimiento es I7(7) = 272 — 57 en m/s. Encuentra la funcién que

describe su desplazamiento y la distancia recorrida en el intervalo de tiempo [1, 4].

Una cierta poblacién animal crece a razén de P'(#) = 200 + 507 al afio (7 estd medida en afios). ;Cudn-

to crecera la poblacion entre el cuarto y el noveno afos?
Investiguen previamente, de forma individual un problema resuelto en el cual se aplique la integral
definida, conjuntenlos por equipo y analicen su solucién. Formen con ellos un problemario grupal

de manera que se entregue a cada alumno.

Elijan al azar un alumno que exponga la solucién de alguno de estos problemas.
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A

II.

HEscribe en la linea lo que se pide.

El teorema fundamental del calculo:

La férmula para determinar la longitud de un arco en una curva dada:

La férmula para determinar el volumen de un sélido de revolucion:

La férmula para determinar el area de un sélido de revolucién:

La longitud del intervalo [1, 5]:

La longitud de cada subintervalo resultante de dividir el intervalo [1, 5] en 5 partes iguales:

HEfectda en tu cuaderno los siguientes ejercicios y subraya la opcidon que muestra el resulta-
do correcto. Elabora su correspondiente grafica.

. ¢Cual es el drea limitada por la hipérbola y = %, el eje de las xy las rectas x = 3 y x = 6?

a) In3 7 b) In 6 # © 6ln3s/ d) 9In2s/
¢Cudl es la superficie limitada por las curvas y* = 4x y 2x—y—4=0?

a) 947 b) 8 # o) 124 d) 16 #
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. ¢Cual es el volumen del sélido que se genera haciendo girar alrededor del eje x la region li-
mitada por la curva 2)* = »’, el eje xy la recta = 2?

a) 1/4m b) 4m » ©) 2mxw d) .

. ¢Cual es el volumen del sélido que se genera haciendo girar alrededor del eje y la region li-
mitada por la curva y = x°, el ¢je xy la recta x = 2?

a) 65m b) (64/5)m « o) (65/Hm i’ d) 451 #°
. ¢Cual es la longitud del arco de la parabola y = %xz desde (0, 0) hasta (4, 8/3).
a) 4.98 u b) 4.89 c) 519 u d) 3.14

. ¢Cual es el area del sélido que se genera haciendo girar alrededor del eje y la regién limitada
por la curva y = »* desde y = 0 hasta y = 2?

a) 4 b) 3.5 o (13/3)m 4 d) (15/4)m 2
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Preparate para la prueba ENLACE y el examen de ingreso a la universidad

Contesta exclusivamente la hoja de respuestas que se anexa al final de esta prueba, seleccionan-

do la opcién correcta de cada reactivo.

T -
1. Es el resultado de la operacién (——J(é) + |:E —§:| es:

3N2)] L4 2
a) 4/5 b) —4/5 o 7/4 d) -7/4
r 3
5Y(9 6 3
2. Es el resultado de la operacion (—5) (g ] +|:E—E:|\/%+2(32_72)CS:
a) 125/243 b) 5/9 c) 243 d) 216/5
. , 52 4
3. ¢Cual lista muestra los nimeros 23 y 5 ordenados de mayor a menor?
245 524 4 25 254
D 3oy Dot 9n5s 9553
358 835 538 385

4. :Qué resultado se obtiene al convertir 30° 30 15 ” a radianes?

a) 0.5324 rad b) 0.5288 rad ¢) 1736.14 rad d) 0.2448 rad
5. La raiz cubica de 125 es:

a) -5 b) —25 c) 625 d) 5
6. Simplifica la expresion v/625.

a) 25 b) 252 o 25 d) 312.5
7. ¢Cual expresion es correcta, si a > b, con a, by ¢ nimeros reales?

) a<b by a>b+c¢ ¢ atc>b+c  d) a>be
8. La suma de los tres angulos exteriores de cualquier triangulo es:

a) 360° b) 90° c) 180° d) 45°
9. 8 esigual a:

a) 4 b) 8 o 16 d) 24
10.La expresion (2xy + 4x — 69)° es equivalente a:

a) 0 b) 1 ¢) Infinito d) No definido

9

)

_5/4

368/729

o | ot

(SN

v

[SSH RSN

0.0543 rad

12.5

54125

ac<b+c¢

270°

32

Xy



11. El area del circulo cuyo radio es 1/3 mayor que el otro cuyo didmetro es 30 cm es:

a) 400m cm? b) 40w cm? ¢) 1600m cm? d) 100m cm? e) 45T cm?
12.La diagonal de un rectingulo de base 4 cm mide 5 cm ¢Cual es su altura?

a) 1 b) 2 c 3 d) 4 e) 5
13.1a expresion (-512)'/ es igual a:

a) 8 b) -8 o 12 d) -12 e) 170.6

14.La media aritmética de las calificaciones de un alumno es 8.4, si la suma de las calificaciones
de todas sus materias es de 67.2. ;Cuantas materias cursé el alumno?

a) 5 b) 6 c 7 d) 8 e 9

15. Tres amigos fueron a la dulceria. Miguel gasté $27 y compro un caramelo y dos paletas. Luis
gast6 $41 y compré un caramelo y dos chocolates ¢Cuinto gasté Hugo si compr6 un cara-
melo una paleta y un chocolate?

a) $15 b) $32 o $34 d) $16 e) $36
16.Un corredor clasificado da a otro una ventaja de 15 m. Si la velocidad del primero es de
8m/s y la del segundo es de 7m/s. ¢A que distancia de su lugar de arranque el segundo co-
rredor sera alcanzado por el primero.
a) 75m b) 120 m c) 45m d) 105m e) 15m
17. Una maquina elabora cierto nimero de piezas plasticas en relacion lineal al tiempo que fun-

cione. Si en 1 hora produce 4 piezas y en 3 horas 10 piezas, ¢cudntas piezas se fabrican en 2
horas?

a) 6 piezas b) 7 piezas c) 2 piezas d) 5 piezas e) 4 piezas

18.El total de empleados de base y eventuales en una empresa es 120, de donde 40 son even-
tuales. ¢ A qué porcentaje del total equivalente el nimero de empleados de base?

a) 606.06% b) 66.66% c) 66% d) 33.33% e) 33%



19. Jotge tiene un terreno en forma cuadrada con un area de 289 m?, que quiere emplear como
corral. ;Cuantos metros de alambre de pua tiene que comprar para poder cercar los cuatro
lados?

a) 68m b) 72.25m ¢ 52m d) 76 m e 17m
20.Una tienda de ropa ofrece el 40% de descuento en las camisas. Si Ricardo aprovecha la ofer-
ta comprando una camisa en $180.00, ;cudnto se ahorro Ricardo en comparacion al precio que
tenfa la camisa antes del descuento?

a) 108 b) 120 o) 450 d) 220 ) 300

21.La sefiora Clara le deja una nota a su hija Paola para que vaya al minisuper a comprar lo ne-
cesario para la cena. En la nota se tiene la siguiente tabla:

Producto i:tt:;li Costo
Tortilla de hatina 2 bolsas (10 pzas.) $12.00 c/u
Queso de hebra $60.00 kg

Jamon $50.00 kg
Pan dulce 12 pzas. $4.50 c/u

Si se le deja a Paola, un billete de $200.00 para realizar las compras. ¢Cudnto recibird de cam-
bio al realizar las compras?

a) $67.00 b) $ 73.50 o $79.50 d) $91.50 e) $98.00

22.Una maquina elabora embases de plastico para refresco en relacion lineal al tiempo que fun-
cione. Si en 1 min produce 10 embases y en 5 min produce 50 embases. ¢Cuantos embases
se fabrican en 1 horas?

a) 30 embases
b) 60 embases
¢) 200 embases
d) 600 embases
e) 300 embases

23. Gabriela asiste a un congreso por 6 dfas al puerto de Cancun, para lo cual hace su equipaje
con 3 faldas, 4 blusas y 2 sacos combinables entre si y apropiados al clima que se pronosti-
ca. Si desea cambiarse cada dfa igual nimero de veces sin repetir la combinacion, siendo esta
de 3 piezas cada vez. ¢Cuantas veces podra cambiarse al dia?

a) 3 b) 4 Q5 d) 6 o 12



24.Karen gasta al comprar 10 dulces y 5 chicles de un mismo tipo respectivamente $60.00

¢Cuanto cuestan de estos, 2 dulces y 1 chicle?
a) $5.00 b) $6.00 o $10.00 d) §12.00 e) $15.00

25.Una llave llena completamente de agua un contenedor en 40 minutos, otra llena el mismo
en 60 minutos; si no hay pérdida de liquido en el proceso. Otra llave, conectada para el des-
agiie, vacia el agua del contenedor lleno en 2 hrs. ;Cuanto tardaria el contenedor vacio en
llenarse si ambas llaves y el desagiie estan abiertas al mismo tiempo?

a) 10 minutos
b) 20 minutos
¢) 30 minutos
d) 45 minutos
e) 60 minutos

26.Un incendio ocurre en una papeleria ubicada a 2 km al este y 5 km al sur de la estacion de
bomberos. El radio de afectacion de la explosion es de 1 km. La ecuacién que describe el

perimetro de afectacién de la explosion es:

a) x2+y2—4x+10y+28=0
b) x*+ y*—2x—5y+28=0
o x’+ Y +2x+5y+30=0
d) x4+ y*+4x—-10y+28=0
e) x’+ ) +4x—-10y+30=0

27.¢Cudl es el radio de la circunferencia descrita por la ecuacion 3x* + 3y> — 3 = 02

a) -3 b) 3 c 0 d) 2 e) 1
e 0O o . " OO0 =m
28. :Qué elemento da continuidad a la serie: ?
O W m 0O O » |@
o » O m " O o 0O ™
2) b) ) d) ©)
O s O O » ® N O

29.¢Cual es la opcidn que presenta el conjunto de cuerpos geométricos que

conforman la figura?

>(_U\_U‘|J T
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30. Karime estd armando un rompecabezas en forma hexagonal. Si lleva armada la parte blan-

ca que equivale a 8 ¢cudl de las figuras representa la cantidad que lleva armada

2 <

by ¢ AVA

9 £ A X
. A

o 4 - '

31.:Qué numero es el que sigue en esta sucesion: 1, 3, 6, 10, 15,
a) 21 b) 24 c) 40 d) 18 e) 36
32.:Qué numero es el que sigue en esta sucesion: 2, 5,10, 17, 28, 41, ...

a) 49 b) 55 ) 58 d) 56 & 60



33.1.a factorizacion del trinomio 21x% + 8x — 45 es:

a) Bx+50x+9)
b) Bx—5)(7Tx-9)
) Bx+5(0x-9)
d) Bx+ 15)(7x—3)
e) Bx—15)(Tx+ 3)

34.:Como se representa algebraicamente “la diferencia de cubos?
a) (a—b’ b) /- c) 3(a—0b) d) @ -0

35.:Qué expresion resulta al desarrollar (x + 2)(x*— 2x + 4)?

a) x—6 b) &+ 6 ¢ x—8 d) x> +8
2
36.¢ Cual es el resultado de simplificar 29{—99565?
N —
a) 2x+1 b) 2x-1 ) —2x+1 d) 2x-1

37. Al multiplicar 2x+ 3y ) (2x — 3y) se obtiene:

a) 4+ G
b) 4x? — Gy
Q) 4% — 125y — 9
d) 45 + 9y
e) 4x*— 9y

38. Al factorizar x* — 27 se obtiene:

a) (x—3) (*=3x+9)
b) (x+ 3) (x*—3x+9)
o (x+ D(*+27)
d) (v + 12— 27)
e) (x—3)(*+ 3x+9)

39.:Qué valores de x satisfacen la desigualdad 5x + 3 > 8x— ¢:

a) x<3 b) x>3 ) x<-3 d) x>-3

e) -

e) X —4x+38

e) x+5

e) x>-1



40.La grafica de flx) = x” es:

b)

d)

f L ED+



Hoja de respuestas

Nombre:

Apellido paterno Apellido materno Nombre(s)

e S ™~

1. OO ® 2. OO ®
2. ®dB®OO® 2. AB®ODO®
3. HDB®OD® 23. DB®OOD®
4. HBEOCOD® 2. DBEOOD®
5 HBOOC® 25 AB®OO®
6. BBOD® 26. DB®ODO®
7. DB®OCDOD® 27. D OO®
8. HDB®OD® 28. dOD®
9. BB®ODO® 2. DEODOD®
10. OO ® 30, H5OCDO®
(HIGIGI®I, 1. OO ®
12 0O ® 2. 2®OCDO®
13. AB®OO® 3B.AOABOO®
14. ACO® 4. DB®ODO®
15. OO ® 5. DBOCO®
16. DB OO ® 36. OO ®
17. OO ® 37. D®ODO®
18. D®ODO® L OIOIGIMIG),
19. d®OCO® 39. d®OCDO®
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